CWICZENIE 5
TESTY STATYSTYCZNE

Cel

Przedstawienie wybranych testéw statystycznych, zasad wyboru wtasciwego testu,
przeprowadzenia go oraz interpretacji wynikow.

Wprowadzenie teoretyczne
Testem statystycznym nazywamy metode umozliwiajacg weryfikacje hipotezy zerowe;j.

W zaleznosci od jej postaci i od rodzaju przeprowadzanego eksperymentu, nalezy wybra¢ odpowiedni
test. Ponizej przedstawione zostaty wybrane testy statystyczne oraz warunki, w jakich nalezy ich uzy¢.

Test t jest skrotem od nazwy test t Studenta. Testy t stosuje sie do sprawdzania hipotez

dotyczacych wartosci oczekiwanej rozktadéw normalnych. W zaleznosci od rodzaju danych wyrdznia

sie: test t dla jednej préby, test t dla préb niepowigzanych (niezaleznych) oraz test t dla préb
powigzanych (zaleznych).
Test t dla jednej préby stosuje sie dla préby losowej z populacji generalnej, ktérej cecha ma

rozktad normalny o nieznanej wariancji. Hipoteza zerowa jest postaci Ho: 1 = Mo, hipoteza

alternatywna Hy: 1 # o, jest to wiec test dwustronny. Statystyka testowa jest postaci

T= \/ﬁ(i_luo)'
S

gdzie X jest $rednig arytmetyczng badanej cechy, n jest liczbg obserwacji, S jest odchyleniem
standardowym cechy z préby. Obszar krytyczny (obszar odrzucenia) testu jest postaci

K= {t | > tn—u—g}’

gdzie t jest wartoscig statystyki T, t,;142 0znacza kwanty rozktadu t rzedu 1-a/2 o n-1 stopniach
swobody, a jest poziomem istotnosci.
Test t dla préb niepowigzanych stosuje sie dla dwéch niezaleznych préb losowych z dwéch

populacji generalnych o rozktadach normalnych o tej samej, nieznanej wariancji. Hipoteza zerowa

jest postaci Hy: Wy = Wy, hipoteza alternatywna Hi: iy # W, gdzie p4 jest wartos$cig oczekiwang cechy w
pierwszej populacji, 4, jest wartoscig oczekiwang cechy w drugiej populacji. Statystyka testowa jest
postaci

T= X, =X, \/nlnz(n1+n2_2)
Jo D5+, 0si | noen,
gdzie )?1, )?2 sg $rednimi arytmetycznymi badanej cechy w prébie pierwszej i drugiej, Si°, S,° sa

wariancjami cechy w prébie pierwszej i drugiej, n;, n, s liczebnosciami préb. Obszar krytyczny testu
jest postaci

K = {t | > th_zvl_% }

gdzie t jest wartoscig statystyki T, tnl+n2—2,l—a/2 oznacza kwanty rozktadu t rzedu 1-a/2 o ns+n,-2

stopniach swobody, a jest poziomem istotnosci.



Test t dla prob powigzanych stosuje sie dla zestawdw par wigzanych X i Y, gdzie D =Y - X
oraz D ma rozktad normalny o Sredniej Uy i nieznanej wariancji. Hipoteza zerowa jest postaci
Ho: Ux = Wy, hipoteza alternatywna Hi: uy # Wy. Statystyka testowa jest postaci

nD
T= \/_ ,
Sp

n

_ 1@ 1 .
gdzie D = HZ D, S = \/nZ(D' - D)2 , n jest liczbg obserwacji. Obszar krytyczny testu jest
i=1 “Li=

postaci

gdzie t jest wartoscig statystyki T, t,;142 0znacza kwanty rozktadu t rzedu 1-a/2 o n-1 stopniach
swobody, a jest poziomem istotnosci.

Test U (test Manna-Whitneya) stosuje sie do sprawdzenia hipotezy, ze dwie niezalezne
proby pochodzg z tego samego rozktadu typu ciggtego (nie musi to by¢ rozktad normalny). Hipoteza
zerowa jest postaci Hy: Fx = Fy, hipoteza alternatywna Hq: Fx =2 Fy lub Hy: Fx 2 Fy, ale Fy # Fy, gdzie Fy
jest rozktadem cechy w populacji generalnej, z ktérej pochodzi préba X, Fy jest rozktadem cechy w
populacji generalnej, z ktdrej pochodzi préba Y. Statystyka testowa jest postaci

U =min(U,,U,),

non, 1 gdy X, >V,
U, =>> U, gdzieU, ={ ‘

i=1 j=1 0 gdy X;<Y;’
W 1 gdy X; <Y,

U, = U., gdzie U, =
2 IZ:;,JZ:; ij » 8azie Uy {O gdy xi ZY]-

Obszar krytyczny testu jest postaci

K:{u;u<U o lub u>n1n2—U g},

Ny — Ny —
”122 ”122

gdzie U o jest kwantylem rzedu a/2 rozktadu statystyki U. Jezeli n; > 4, n, > 4, ns+n, 2 20, to do

rh’nzyz

sprawdzenia hipotezy zerowej stosujemy statystyke testowa

U _ nln2
Z= ,
\/nlnz (nl + n2 +1)
12

ktdra, przy zatozeniu, ze hipoteza zerowa jest prawdziwa, przy n; = oo, n, > e ma rozktad N(0,1).
Obszar krytyczny jest wowczas postaci

gdzie z a jest kwantylem rzedu 1-a/2 rozktadu normalnego N(0,1).
2

Q
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Test Wilcoxona (test sumy rang Wilcoxona) stosuje sie dla zestawdw par wigzanych X i Y,

gdzie D = Y — X oraz D ma rozktad nieznany. Jest to test rwnowazny testowi U, ale stuzy do analizy

prob zaleznych. Hipoteza zerowa jest postaci Hy: Fx = Fy, hipoteza alternatywna Hi: Fy = Fy lub
Hi: Fx 2 Fy, ale Fx # Fy, gdzie Fy jest rozktadem cechy w populacji generalnej, z ktérej pochodzi préba
X, Fy jest rozktadem cechy w populacji generalnej, z ktérej pochodzi préba Y. Statystyka testowa jest
postaci

(& N
W=min >, >r |,
i=1 i=n
gdzie z I jest suma rang, zwang statystyka Wilcoxona. Obszar krytyczny testu jest postaci
i

> M )

K={WZW<W lub w>nn, -W a},
NN~ N2
gdzie W, jest kwantylem rzedu a/2 rozktadu statystyki W. Jezeli liczba analizowanych par
n,ny—
2

przekracza 15, wéwczas do sprawdzenia hipotezy zerowej stosujemy statystyke testowg
N{N +1
Wy NN+
— 4
\/ N(N +1)(2N +1)
24

ktdra, przy zatozeniu, ze hipoteza zerowa jest prawdziwa, przy n; = oo, n, > e ma rozktad N(0,1).

Obszar krytyczny jest wowczas postaci

‘ ={Z:|Z| ” Zl‘z}'

gdzie Z , jest kwantylem rzedu 1-a/2 rozktadu normalnego N(0,1).
1-—
2
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Test Kruskala — Wallisa stosowany jest do porédwnywania wielu populacji nha podstawie

niezaleznych préb pochodzgcych po jednej z kazdej populacji, ktéra ma rozktad ciaggty. Stuzy do

sprawdzenia hipotezy, ze niezaleznie pobrane préby pochodzg z tej samej populacji. Test ten jest
uogdlnieniem testu Manna — Whitneya. Jezeli mamy k préb niezaleznych, to hipoteza zerowa jest
postaci Ho: F1 = F, = ... = F, hipoteza alternatywna H;: istnieje co najmniej jedna para i, j (i # j,
ij=1,2,..,k)taka, ze F;< F;lub F; > F, ale F; # F;. Statystyka testowa jest postaci

_ 12 &R
T_n(n+1)iZ:1:Ti 3(n+1),

k

gdzie n = z N, , n; jest liczebnoscia i-tej préby, R; jest suma rang dla i-tej proby. Przy prawdziwosci
i=1

hipotezy zerowej, rozktad statystyki T, przy n; = o< jest rozktadem x* z k-1 stopniami swobody. Obszar

krytyczny jest postaci

K={t:t>h. ..}
gdzie o jest poziomem istotnosci, hk,n,l—a jest kwantylem rzedu 1- a rozktadu x> o k-1 stopniach

swobody.



Testy x° (testy chi — kwadrat) stuzg do sprawdzania_hipotezy o jednakowym rozktadzie

zmiennych losowych typu dyskretnego. Ze wzgledu na ilo$¢ kryteridw klasyfikacji danych wyrdznia sie

test x* dla klasyfikacji jednoczynnikowej oraz test x* dla klasyfikacji dwuczynnikowej. Analizowane
dane s3 najczesciej w postaci czestosci wystgpien obserwacji nalezgcej do danej kategorii.
Test xz dla klasyfikacji jednoczynnikowej odnosi sie do danych podzielonych ze wzgledu na

jeden czynnik. Hipoteza zerowa jest postaci Hy: czestosci wystgpien badanej cechy s3 takie same we
wszystkich grupach (podzielonych ze wzgledu na jeden czynnik), hipoteza alternatywna H;:
przynajmniej w jednej parze grup czestotliwosci wystgpienia badanej cechy rdznig sie miedzy soba.
Statystyka testowa jest postaci
X2 = Zk: (n __ﬁ)z '
= n

gdzie k jest liczbg grup, n; jest liczbg elementdow i-tej grupy, 7 jest Srednig liczbg elementéw
wszystkich grup. Przy prawdziwosci hipotezy zerowej, statystyka testowa ma rozktad ¥° o k-1
stopniach swobody. Obszar odrzucenia jest postaci

I 2
K={t:t>x2,..}
gdzie a jest poziomem istotnosci, sz—l,l—a jest kwantylem rzedu 1- a rozktadu x* o k-1 stopniach

swobody.
Test xz dla klasyfikacji dwuczynnikowej odnosi sie do danych podzielonych ze wzgledu na

dwa czynniki. Hipoteza zerowa jest postaci Hy: czestosci wystgpien badanej cechy sg takie same we
wszystkich grupach (podzielonych ze wzgledu na dwa czynniki), hipoteza alternatywna H;:
przynajmniej w jednej parze grup czestotliwosci wystgpienia badanej cechy rdznig sie miedzy soba.
Statystyka testowa jest postaci

Kk m 2

dnn,

_im =
n

K m
X =22 a
D DI

i=1 j=1

n
gdzie k jest liczbg grup otrzymanych przez klasyfikacje ze wzgledu na pierwszy czynnik, m jest liczbg
grup otrzymanych przez klasyfikacje ze wzgledu na drugi czynnik, nj jest liczbg elementdw i-tej i j-tej
grupy. Przy prawdziwosci hipotezy zerowej, statystyka testowa ma rozktad x* o k-1,m-1 stopniach

swobody. Obszar odrzucenia jest postaci
I 2
K _{t 't >)(k—1,m—],1—n}'
gdzie a jest poziomem istotnosci, /Ykz—l,m—l,l—a jest kwantylem rzedu 1- a rozktadu x* o k-1,m-1

stopniach swobody.



Test F (test F Snedecora) stosuje sie do testowania istotnos$ci zaleznosci zmiennej zaleznej y

od zmiennej niezaleznej x, opisanej wzorem y = 8,+8,x. Hipoteza zerowa jest postaci Ho: zmienna y

nie zalezy od zmiennej x, hipoteza alternatywna H;: zmienna y zalezy od zmiennej x. Statystyka
testowa jest postaci

(5 -y

i=1

F: - k_l ,
Z(yl _y)z
i=1

n-Kk

gdzie n jest liczbg obserwacji, y; oznacza prognoze zmiennej zaleznej otrzymang z wzoru
9i = ﬁo +,31x, k jest liczbg wspodtczynnikéow (8) w rownaniu. Przy prawdziwosci hipotezy zerowej,
statystyka testowa ma rozktad Fy.; ,.«. Obszar odrzucenia jest postaci K = {F F> Fk—l,n—k,l—a}' gdzie

Fi-1,n-k1-« 0ZNacza kwanty rzedu 1-a rozktadu F o k-1,n-k stopniach swobody.

Zadanie do wykonania
1. Odtowiono i zwazono 8 srok w Biatymstoku i 6 srok w Gliwicach. Poda¢ nazwy wszystkich

znanych testow dla ustalenia, czy sroki z tych dwdch miast rdznig sie ciezarem wiedzac, ze
ciezar srok ma rozktad normalny. Zapisa¢ postawione hipotezy.

2. Pewien wtoscianin ze Stomnik kupit od Ukraiica z Zytomierza 400 jaj przepidrek japonskich,
ptacac za nie po 45 groszy. Ukrainiec gwarantowat sredni wyleg jaj w 80%. Jakim testem
mozna sprawdzi¢ uczciwos¢ Ukrainca? llosé jaj, z ktérych wylegty sie piskleta, ma rozktad
normalny. Zapisaé postawione hipotezy.

3. Pewien badacz miat za zadanie ustali¢, jakie jest stezenie metali ciezkich w tkankach roslin
rosngcych wzdtuz 80 km autostrady idacej z pétnocy na potudnie. W tym celu postanowit
pobraé réwnoliczne préby w 20 réznych miejscach. Jakiego testu nalezy uzyé, aby poréwnac
stezenie metali ciezkich w prébach zebranych na pierwszych 20 km i pozostatych 60 km
autostrady? Jakiego testu nalezy uzyé, aby porownaé stezenie metali ciezkich w zebranych
probach? Zapisaé postawione hipotezy.

4. Na 10 stanowiskach badawczych w okolicy budowy przysztej zapory okreslono liczbe
wszystkich gatunkdw chrzgszczy, a nastepnie badania te powtdrzono po napetnieniu
zbiornika wodg. Jakim testem mozna sprawdzi¢, czy budowa zapory i inne zmiany, ktére w
tym czasie nastgpity, spowodowaty istotne zmniejszenie lub zwiekszenie liczby gatunkéw
chrzgszczy? Zapisac postawione hipotezy.

5. Aby ustali¢ zmniejszenie sie ilosci witaminy C w ziemniakach z uptywem czasu, wybrano 8
ziemniakdw zaraz po zbiorze i okreslono w nich ilos¢ witaminy C w mg na 100 g ziemniaka. W
miesigc po zbiorze wybrano losowo 7 ziemniakéw i zbadano je w taki sam sposdb. Jakim
testem mozna ustali¢ czy po miesigcu ilo$¢ witaminy C w ziemniakach zmniejsza sie. Zapisac
postawione hipotezy.

6. Podaé przyktady eksperymentéw, w ktédrym zastosowanie znalaztby kazdy z opisanych
powyzej testow.

Zrédta: tomnicki A. , Wprowadzenie do statystyki dla przyrodnikéw” PWN, Warszawa 2007,
Magiera R. ,,Modele i metody statystyki matematycznej” GiS, Wroctaw 2002



